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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования. Корректное применение на практике мно​жества классических методов ма​тематической статистики обусловлено выпол​нением конкретных предпосылок или условий, которые в реальных условиях оказываются недостижимыми или не могут быть проверены. В условиях кон​кретной ситуации даже при кажу​щихся незначительными нарушениях предпо​сылок свойства оценок или рас​пределения статистик применяемых критериев могут существенно отличаться от “стандартных”. В других случаях наоборот, даже значительные отклонения реальных условий от классических предполо​жений не приводят к значимым изменениям свойств или распределений стати​стик.

Как правило, исследование свойств оценок или статистик, нахождение за​кона распределения статистики конкретного критерия аналитическими мето​дами оказывается чрезвычайно сложным. Особенно, если учесть множество ре​альных ситуаций, для которых это следовало бы сделать. Поэтому при исследо​вании вероятностных (статистических) закономерностей все чаще используют методы статистического моделирования. 

Данная диссертационная работа является логическим продолжением ис​следований (Постовалов С.Н., Чимитова Е.В., Помадин С.С.), проводимых на кафедре прикладной математики НГТУ и направленных на расширение при​кладных возможностей классических методов математической статистики за счет изучения свойств классических критериев при нарушении стандартных предположений, лежащих в обосновании метода или критерия. Развиваемая ме​тодика компьютерного моделирования и анализа статистических закономерно​стей позволяет получать полезные результаты, расширяющие аппарат матема​тической статистики. Применение получаемых результатов обеспечивает кор​ректность статистических выводов в тех ситуациях, когда использование клас​сических процедур и методов неправомерно. Методика дополняет аналитиче​ские методы, обеспечивая нахождение приближенного решения в тех случаях, когда этого не удается сделать аналитическими методами.

Диссертационная работа нацелена на решение ряда задач, интерес к кото​рым не снижается в связи с их практической направленностью и частым ис​пользованием соответствующих методов или критериев в приложениях.

Принадлежность наблюдаемых данных нормальному закону является не​обходимой предпосылкой корректного применения большинства классиче​ских методов математической статистики, исполь​зуемых в задачах обработки изме​рений, стандартизации и контроля качества. По​этому проверка на откло​нение от нормального закона является частой процедурой в ходе проведения измере​ний, контроля и испыта​ний.

Отечественный стандарт ГОСТ Р ИСО 5479-2002, представляющий собой аутентич​ный текст международного стандарта ISO 5479-97, отражает далеко не полную картину, связанную с критериями проверки отклонения выборок на​блюдаемых случайных величин от нормального закона. Различные подходы к решению данной задачи связано с множеством имен (Shapiro S.S, Wilk M.B., Shapiro S.S, Wilk M.B., Hartley H.O., Bowmann K.O., Shenton L.R., Baringhaus L., Epps T.W., Pulley L.B., Doornik J.A., Hansen H., Золотухина Л.В.,, Looney S.W.,  Gulledge T.R., Martinez J., Iglewicz B., Prescott P. и др.).

С необходимостью решения задач проверки гипотез о принадлежно​сти двух выборок случайных величин одной и той же генеральной совокуп​ности (проверки однородности) постоянно сталкиваются при анализе случайных ошибок средств из​мерений, при статистическом управлении качеством процес​сов. Критерии проверки однородности связаны в первую очередь с именами Смирнова Н.В., Lehmann E.L., Rosenblatt M. В данной диссертационной работе не затра​гиваются критерии проверки однородности средних и критерии одно​родности дисперсий, хотя и исследуется устойчивость критерия проверки неза​висимости Аббе, близкого по свойствам к критериям проверки однородности средних.

При решении задач статистического анализа и, в частности, при построе​нии моделей законов распределения и вычислении оценок параметров этих мо​делей проблема наличия в выборке аномальных измерений имеет чрезвычайно важное зна​чение. Присутствие единственного аномаль​ного наблюдения может приводить к оценкам, которые совер​шен​но не согласуются с выборочными данными. В случае принадлежности наблюдений нормальному закону приме​няемые критерии чаще всего опираются на работы Grubbs F.E. и предшест​вующие им работы Смирнова Н.В.
Не окончательно решенной проблемой является проверка адекватности моделей законов распределений с применением критериев согласия. Практика их применения изобилует примерами неэффективного (почти всегда) или не​корректного (очень часто) применения. Это касается как критериев типа 
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, так и непараметрических критериев согласия. В частности, предельные распре​деления статистик непараметрических критериев согласия типа Колмо​горова, типа Крамера-Мизеса-Смирнова или Андерсона-Дарлинга при проверке слож​ных гипотез зависят от истинного закона, соответствующего проверяемой ги​потезе, числа и типа оцениваемых параметров этого закона, от выбранного ме​тода оценивания параметров, иногда, от значения параметра. 
В исследование критериев типа 
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 внесли значительный вклад Чибисов Д.М., Гванцеладзе Л.Г., Боровков А.А., Никулин М.С., Rao K.C., Robson D.S., Мирвалиев М., Воинов В.Г., Greenwood P.E., Drost F.C., Лемешко Б.Ю., Чими​това Е.В. и др. Исследование непараметрических критериев согласия при про​верке сложных гипотез связано с именами Kac M., Kiefer J., Wolfowitz J., Pear​son E.S., Hartley H.O., Stephens M.A., Мартынова Г.В., Тюрина Ю.Н., Саввуш​киной Н.Е., Лемешко Б.Ю., Постовалова С.Н. и др.
Вопросы мощности критериев согласия исследовались в работах  Чиби​сова Д.М., Боровкова А.А., Никулина М.С., Воинова В.Г., Лемешко Б.Ю., По​стовалова С.Н., Чимитовой Е.В. и др.  Однако в большинстве случаев вопрос о преимуществе в мощности того или иного критерия относительно конкретных альтернатив остается без четкого ответа, так как определение мощности крите​рия упирается в необходимость знания распределения статистики критерия при соответствующей конкури​рующей гипотезе. А нахождение этого распределе​ния аналитическими мето​дами, как правило,  связано с серьезными трудно​стями и удается крайне редко. 
Цель и задачи исследований. Основной целью диссертационной работы явля​ется дальнейшее расширение на основе компьютерного моделирования при​кладных возможностей классических методов математической статистики, уточнение зна​ний о свойствах ряда статистических критериев, широко исполь​зуемых в раз​личных прикладных областях.

В соответствии с поставленной целью решались следующие задачи: 

–
исследование распределений статистик и сравнительный анализ сово​куп​но​сти критериев, применяемых при про​верке отклонения распределения вероятностей от нормального закона;

–
исследование распределений и мощности критериев проверки одно​род​но​сти двух выборок Смирнова и Лемана-Розенблатта; 

–
исследование распределений статистик критериев типа Граббса и рас​шире​ние их возможностей при отбраковке аномальных измерений;

–
исследование распределений статистики критерия независимости Аббе при нарушении предположений о принадлежности наблюдений нормаль​ному закону, исследование мощности критерия;

–
уточнение моделей распределений статистик непараметрических кри​те​риев согласия типа Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова, Андер​сона-Дарлинга при проверке сложных гипотез относительно некоторых законов наблюдаемых величин;

–
исследование распределений статистик непараметрических критериев со​гла​сия типа Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова, Андерсона-Дарлин​га при проверке сложных гипотез относительно семейств бета-распре​деле​ний, построение моделей распределений статистик и таблиц процент​ных точек;

–
сравнительный анализ мощности критериев типа 
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 и непараметрических критериев согласия Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова, Андерсона-Дарлинга.

Методы исследования. Для решения поставленных задач использовался аппа​рат теории вероятностей, математической статистики, статистического модели​рования, математического программирования.

Научная новизна диссертационной работы заключается: 

–
в результатах сравни​тельного анализа критериев проверки отклонения рас​пределения от нормаль​ного закона и в выявлении недостатков кри​те​риев Шапиро-Уилка и Эппса-Палли, которые ранее никем не отмечались;

–
в результатах исследования мощности крите​риев однородности Смирнова и Лемана-Розенблатта, в предложенной поправке к статистике критерия Смирнова, обеспечивающей близость распределения статистики к пре​дель​ному;

–
в построенных таблицах процентных точек, расширяющих возможности кри​териев типа Граббса при отбраковке аномаль​ных измерений;

–
в подтверждении устойчивости критерия независимости Аббе к наруше​нию предположений о принадлежности наблюдений нормальному закону, в результатах исследования мощности критерия; 

–
в моделях распределений статистик непараметрических кри​те​риев согла​сия типа Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова, Андер​сона-Дарлинга при проверке сложных гипотез относительно некоторых законов наблю​даемых величин;

–
в результатах исследования, моделях и таблицах процентных точек распре​делений статистик непараметрических критериев согласия при про​верке сложных гипотез относительно семейств бета-распределений;

–
в результатах сравнительного анализа мощности критериев согласия.

Основные положения, выносимые на защиту.  На защиту выносятся:

1. Результаты исследований распределений статистик, мощности и сравнитель​ного анализа критериев проверки отклонения эмпирического распределения от нормального закона.

2. Результаты исследований распределений статистик и мощности критериев од​нородности Смирнова и Лемана-Розенблатта, рекомен​дации по примене​нию критериев однородности.

3. Результаты расширения воз​можностей критериев типа Граббса для проверки различных видов гипотез (об аномальности различного числа элементов в выборке).

4. Результаты исследования устойчивости критерия независимости Аббе к нару​шению предположений о принадлежности наблюдений нормаль​ному закону, результаты исследования мощности критерия.

5. Уточненные модели распределений статистик непараметрических кри​те​риев согласия типа Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова, Андер​сона-Дарлин​га при проверке сложных гипотез относительно некоторых законов наблю​даемых величин.

6. Результаты исследования, модели и таблицы процентных точек распре​деле​ний статистик непараметрических критериев согласия при проверке слож​ных гипотез относительно семейств бета-распределений.

7. Результаты сравнительного анализа мощности критериев типа 
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 и непара​метрических критериев согласия Колмогорова, Крамера-Мизеса-Смирнова, Андерсона-Дарлинга.

Обоснованность и достоверность научных положений, выводов и реко​менда​ций обеспечивается:

· корректным применением математического аппарата и методов статисти​че​ского моделирования для иссле​дования свойств и распределений ста​тистик критериев;

· совпадением результатов статистического моделирования с известными тео​ре​тическими результатами.

Личный творческий вклад автора заключается в проведении иссле​дований, обосновывающих основные положения, выносимые на защиту; в раз​работке программ​ного обеспечения. 

Практическая ценность и реализация результатов. 

Результаты сравнительного анализа критериев проверки отклонения от нормального закона, включающего указания недостат​ков и преимуществ от​дельных критериев, расширяют рекомендации для практического при​менения критериев, приводимые в ГОСТ Р ИСО 5479-2002. 

Результаты исследования критерия однородности Смирнова, предло​жен​ная поправка к статистике критерия расширяют возможности применения кри​терия в приложениях.

Результаты исследования устойчивости критерия независимости Аббе расширяют сферу его корректного применения в приложениях.
Результаты исследования статистик критериев типа Граббса позволяют проверять на аномальность одновременно несколько элементов в вы​борке, расширяя прикладные возможности критерия.

Результаты исследования непараметрических критериев согласия при проверке сложных гипотез, результаты исследования мощности непарамет​ри​ческих критериев и критериев типа 
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 дополняют и уточняют рекомендации по стандартизации Р 50.1.037-2002 и Р 50.1.033-2001.

Результаты исследований и средства моделирования включены в про​граммную систему “Интер​вальная статистика” ISW и используются в научных исследованиях и учебном процессе.

Апробация работы.  Результаты работы докладывались на региональной кон​ференции студентов, аспирантов и молодых ученых “Наука. Технологии. Ин​новации", Новосибирск, 2003 и 2005 гг.; Всероссийской научно-технической конфе​ренции “Информатика и проблемы телекоммуникаций”, Новосибирск, 2004, 2005 и 2006 гг.; VII и VIII международных конференциях “Актуальные проблемы электронного прибо​рострое​ния”, Новосибирск, 2004 и 2006 гг.; Все​российской научно-технической конфе​ренции "Информационные системы и технологии", Нижний Новгород, 2004 и 2006 гг.; VIII Korea-Russia International Symposium on Science and Technology, Tomsk, 2004 г., VII International Confer​ence “Computer Data Analysis and Modeling: Robustness and Computer Intensive Methods”, Minsk, 2004 г.; Международном научно-техни​ческом семинаре “Ма​тематическая, статистическая и компьютерная поддержка качества измерений”, Санкт-Петербург, 2006 г. 

Диссертационные исследования явились составной частью работ, прово​димых в рамках проектов: "Математическое и алгоритмическое обеспечение задач статистического ана​лиза данных и исследования статистических законо​мерностей при нару​шении классических предположений", грант Министерства образования Российской Федерации № ТО2-3.3-3356, 2003-2004 гг.; “Развитие компью​терных техно​логий моделирова​ния и исследования фундаментальных закономерностей математической статистики”, раздел 3.3 программы “Развитие научного по​тенциала высшей школы” Министерства образования и науки РФ, код проекта 15378, 2005 г.; “Развитие компьютерных технологий исследования ста​тис​тических законо​мерностей” (контракт № 2005-РИ-19.0/002/091, 2005 г.) и “Применение компьютерных технологий исследования ста​тис​тических законо​мерностей в задачах оценивания и различения близких гипотез о виде и свойст​вах распределений случайных величин” (контракт № 2006-РИ-19.0/001/119, 2006 г.), ФЦНТП “Исследования и разработки по приоритетным направ​лениям развития науки и техники” на 2002-2006 годы по разделу “Проведение научных исследований молодыми учеными”; "Расширение при​кладных возможностей классических методов математической статистики", грант Российского фонда фундаментальных исследований № 06-01-00059.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 12 печатных работ, в том числе  5  в рецензируемых журналах из списка ВАК, 7 ​в трудах и материалах конференций. В конце реферата приведен список основных публикаций.
Структура работы. Основная часть диссертации изложена на 158 страницах и состоит из вве​дения, 5 глав основного содер​жания, включая 34 таблицы и 84 рисунка, за​ключения, списка литературы из 121 наименования и приложений.
Краткое содержание работы

1. Исследование и сравнительный анализ критериев проверки отклонения распределения от нормального закона
В данном разделе проведен сравнительный анализ и исследованы распре​деления статистик критериев проверки отклонения от нормального закона, представленные в ГОСТ Р ИСО 5479-2002, а также статистик ряда критериев, не вошедших в него. 
Исследована мощность рассмотренных критериев и проведено сравнение с мощностью критериев согласия при проверке сложных гипотез. Отмечено, что такие критерии как Шапиро-Уилка и Эппса-Палли при малых объемах вы​борок, как правило, оказываются мощнее критериев согласия типа Колмо​го​рова, 
[image: image6.wmf]2
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 Крамера-Мизеса-Смирнова, 
[image: image7.wmf]2
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 Андерсона-Дарлинга или критерии типа 
[image: image8.wmf]2

c

, когда последние используются для проверки отклонения от нор​маль​ного закона.
Использование критериев согласия для проверки отклонений от нормаль​ного закона при малых объемах выборок n является бесперспек​тивным вслед​ствие их очень низкой мощности по от​ношению к близким альтернативам. Со​всем другое дело, при больших n. При малых n предпочтение необходимо от​дать специ​альным критериям проверки отклонений от нормальности.

Критерий Эппса-Палли при близких альтернативах по мощности не усту​пает критерию Шапиро-Уилка.

Впервые отмечено, что критерии Шапиро-Уилка, Эппса-Палли и неко​то​рые другие при малых объемах выборок оказываются смещенными по отноше​нию к некоторым альтернативам, более плосковершинным по сравнению с нормальным законом (со значением эксцесса меньшим 3), то есть неспособны отличить такие законы от нормального. 
Например, на рис. 1.1 приведены полученные условные распределения 
[image: image9.wmf])
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 статистики Шапиро-Уилка при справедливости гипотез 
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, 
[image: image11.wmf]1
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, 
[image: image12.wmf]2
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, 
[image: image13.wmf]3
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 при объеме выборок 
[image: image14.wmf]n

=10. В качестве гипо​тезы 
[image: image15.wmf]0
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 рассмотрен нормаль​ный закон распределения с параметром мас​штаба равным 1 и парамет​ром сдвига равным 0. В качестве близких конкурирующих гипотез рассмотрены за​коны с такими же значениями параметров сдвига и масштаба: 
[image: image16.wmf]1
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 – выборка со​от​ветствует семейству распределений
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с параметром формы 
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, 
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 – этому же семейству с 
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 (распределе​ние Лапласа), 
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 – логистиче​скому распределению с плотностью
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Как показано на рисунке, в области принятия решения распределения 
[image: image23.wmf])
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 и 
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 пересекаются. Это означает, что критерий Шапиро-Уилка признает распределение (1.1) с параметром формы 
[image: image25.wmf]4
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 более “нормаль​ным” чем нормальный закон.
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Рис. 1.1. Условные распределения 
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 статистики Шапиро-Уилка при спра​ведливости гипотез  
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, 
[image: image29.wmf]1
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, 
[image: image30.wmf]2
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, 
[image: image31.wmf]3

H

 при объеме выборок n=10

Показано, что модифицированный критерий Шапиро-Уилка, предна​зна​ченный для проверки отклонения от нормального закона по совокупности ма​лых выборок и рекомендованный стандартом, нецелесообразно использовать из-за очень плохой сходимости распределения статистики к предельному и, как следствие, повышенной ве​роятности ошибок первого рода. 

Показано, что критерием, по крайней мере, не уступающим по мощности при близких альтернативах критериям Шапиро-Уилка и Эппса-Палли, у ко​то​рого отсутствует отмеченный в данной работе недостаток, свойственный по​следним, является модифика​ция D’Agostino
 критерия со статистикой 
[image: image32.wmf]2
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, кото​рую целесообразно рекомендовать для применения. Статистика критерия учи​тывает отклонения от симмет​ричности и от эксцесса нормального закона. Дос​тоинством критерия со статистикой 
[image: image33.wmf]2
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 является возможность исполь​зования в качестве распределения статистики стандартного нор​мального закона. 
Относительно большинства рассмотренных критериев однозначно можно утверждать, что они весьма чувствительны к наличию аномальных наблюдений в связи с использованием оценок вторых, третьих и четвертых центральных моментов, не являющихся робастными. Это означает, что отклонение прове​ряемой гипотезы о нормальности может быть связано с наличием в рас​смат​ри​ваемой выборке аномальных наблюдений. 

Основные результаты раздела опубликованы в [2].

2. Исследование распределений статистик и мощности критериев однородности 

В данном разделе исследованы особенности сходимости распределений статистик к предельным и мощность критериев проверки однородности Смир​нова и Лемана-Розенблатта, предложена поправка к статистике критерия Смир​нова, обеспечивающая лучшую сходимость распределения статистики к пре​дельному.
Статистика критерия Смирнова имеет вид
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где 
[image: image38.wmf]m

 и 
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 – объемы сравниваемых выборок, 
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 –  соответ​ству​ю​щие эмпирические функции распределения, а статистика критерия Лемана-Ро​зенблатта –
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Рис. 2.1. Распределения статистики (2.1) при справедливости 
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 в зависимости от 
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 и 
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В случае критерия Смирнова из-за ступенчатого характера распре​деле​ния статистики (2.1) (см. рис 2.1)  (особенно при 
[image: image47.wmf]m

=
[image: image48.wmf]n

) использование предельного распреде​ления Колмогорова 
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 связано с очень приблизительным знанием действительного уровня значимости (веро​ятности ошибки 1-го рода) и соот​ветствующего критического значения. 
При построении процедур проверки однородности по критерию Смир​нова для большей гладкости распределения статистики рекомендуется выби​рать 
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 так, чтобы они представляли собой вза​имно простые числа, а их наи​меньшее общее кратное 
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 было максималь​ным и равным 
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. В этом слу​чае особенно заметен недостаток статистики (2.1), связанный с тем, что её эм​пирическое распределение очень медленно сходится (слева!) к 
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В работе предложено модифицировать статистику критерия к виду 
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что обеспечивает быструю сходимость её распределения к предельному. При​менение распре​деления 
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 в качестве предельного распределения стати​стики (2.3) кор​ректно при относительно ма​лых  
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 и 
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 (см. рис 2.2). 
Так как распределение статистики Лемана-Розенблатта очень быстро схо​дится к распре​делению 
[image: image58.wmf])
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, то использование его в качестве распределения статистики критерия Лемана-Розенблатта корректно и при малых  
[image: image59.wmf]m

 и 
[image: image60.wmf]n

.
Мощность критериев Смирнова и Лемана-Розенблатта сравнивалась на различных парах конкурирующих гипотез. Показано, что, как правило, мощ​ность критерия Лемана-Розенблатта заметно выше мощности критерия Смир​нова. Однако относительно очень близких альтернатив несколько выше оказы​вается мощ​ность критерия Смирнова. В качестве примера в таблице 2.1 пред​ставлены значения мощности критериев в случае, когда гипотезе 
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 соответст​вуют обе выборки со стандартным нормальным законом, а при гипо​тезе 
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 – одна принадлежит стандартному нормальному, а другая нормаль​ному со сдвигом или логистическому закону.
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Рис. 2.2. Распределения статистики (2.1) и (2.3) при справедливости 
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Таблица 2.1. Мощность критериев однородности в зависимости от объемов вы​борок (
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	Уровень значимости 
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	n=20
	n=50
	n=100
	n=300
	n=500
	n=1000
	n=2000

	Значения мощности критерия Смирнова относительно 
[image: image69.wmf])
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	0,1
	0,0937
	0,1480
	0,1766
	0,2775
	0,3806
	0,6171
	0,8688

	0,05
	0,0410
	0,0569
	0,0944
	0,1883
	0,2682
	0,4899
	0,7762

	Значения мощности критерия Смирнова относительно логистического закона

	0,1
	0,0836
	0,1209
	0,1308
	0,1568
	0,1976
	0,3191
	0,5639

	0,05
	0,0341
	0,0455
	0,0673
	0,0891
	0,1158
	0,1879
	0,3754

	Значения мощности критерия Лемана-Розенблатта относительно 
[image: image70.wmf])
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	0,1
	0,1241
	0,1382
	0,1727
	0,3125
	0,4369
	0,6874
	0,9114

	0,05
	0,0615
	0,0770
	0,0999
	0,2078
	0,3211
	0,5703
	0,8469

	Значения мощности критерия Лемана-Розенблатта относительно логистического закона

	0,1
	0,1087
	0,1069
	0,1135
	0,1422
	0,1826
	0,2978
	0,5463

	0,05
	0,0511
	0,0549
	0,0581
	0,0668
	0,0910
	0,1450
	0,3390


При обработке результатов измерений, в задачах статистического управ​ления качеством обычно имеют дело с выборками ограни​ченного или, чаще, малого объема. Следует отчетливо понимать, что крите​рии однород​ности вследствие низкой мощности при малых объемах выборок не способны разли​чать близкие альтернативы. Поэтому проверяемая гипо​теза об однородности выборок, даже в случае ее несправедливости, чаще не будет отклоняться. Сдвиг на 
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 или увеличение масштабного параметра (рассеяния) на 10%  при малых объемах выборок критерии однородности вернее всего “не заметят”, но большие отклонения в законах, соответствую​щих выборкам, будут отме​чаться. Например, для того чтобы в случае применения критерия Лемана-Ро​зенблатта вероятности ошибок 1-го 
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 и 2-го рода 
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 не превышали 0.1 при нали​чии сдвига 
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 нормальный закон  с параметрами сдвига 
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 и масштаба 
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) объемы выборок должны быть порядка 2000. А при сдвиге 
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- нормальный закон с параметрами 
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) вероятно​сти ошибок не превысят величин  0.1 при объемах вы​борок не более 100.
Основные результаты раздела опубликованы в [4].

3. Расширение области применения критериев типа Граббса, используемых при отбраковке аномальных измерений
Критерии Граббса ориентированы на проверку гипотез о принадлежности к аномальным измерениям одного или одновременно двух минимальных или максимальных значений в выборке, принадлежащей нормальному закону. Именно для этих случаев Граббсом построены таблицы процентных точек рас​пределений статистик.

Статистики критерия логично формируются для проверки принад​леж​но​сти к аномальным различного числа минимальных и максимальных значений в анализируемой выборке. Проблема лишь в нахождении распределений ста​ти​стик для заданных объемов выборок или в построении таблиц процентных то​чек. В частности для проверки на аномальность одновременно одного мини​маль​ного и одного максимального значения статистика критерия будет иметь вид
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где   
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В данном разделе область применения критериев типа Граббса расширена за счет реализации возможности: а) проверки на наличие одновременно одного минималь​ного и одного максимального значений в выборке; б) проверки на выброс одновременно трех минимальных либо три максимальных значений в выборке. Для чего построены соответствующие таблицы процентных точек. 

Разработано программное обеспечение, позволяющее исследовать рас​пределения статистик типа Граббса для проверки на выброс любого количества минимальных и максимальных значений в выборке, и возможность построения процентных точек для соответствующих критериев. 
Реализована возможность построения модели распределения и вычисле​ния процентных точек для любой рассмотренной статистики критерия типа Граббса при любом законе наблюдаемых случайных величин. 

Например, на рис. 3.1 демонстрируются распределения статистики (3.1) в случае принадлежности выборок семейству распределений с плотностью (1.1) при различных значениях параметра 
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. Приведенная картина демонстрирует су​щественную зависимость распределений статистик критерия типа Граббса от истинного закона распределения наблюдаемой случайной величины. 
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Рис. 3.1.  Изменение распределений статистик (3.1) критерия Граббса в случае различных законов семейства распределений (1.1) при 
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Построенные таблицы процентных точек позволяют корректно отбрако​вывать грубые ошибки измерений (вы​бросы) в случае выполнения предполо​жения о нормально​сти наблюдаемого за​кона. Если предположения о нормаль​ности нарушаются, использовать указанные таблицы процентных точек нельзя. В то же время, реализованное программное обеспечение позволяет построить требуемые процентные точки в случае любой применяемой в приложениях мо​дели закона случайных величин.
Основные результаты раздела опубликованы в [3].

4. Исследование распределений и мощности критерия независимо​сти Аббе при нарушении предположения нормальности
Критерий Аббе предназначен для проверки гипотез вида [image: image89.wmf]0
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 в выборке объема 
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 имеют одинаковые математиче​ские ожидания. Конкурирующая гипотеза (альтернатива) заключается в спра​ведливости 
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. Критерий часто используют для проверки независимости последо​вательности измерений, для проверки отсутствия тренда (систематиче​ского изменения). 

Статистика критерия Аббе в современной форме  представляет собой от​ношение
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где 
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Предполагается, что 
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 – взаимно независимые, нормально рас​пре​де​ленные случайные величины с одинаковыми, но неизвестными дис​пер​сиями. Если верна некоторая альтернатива, то знаменатель статистики 
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 боль​ше числителя и поэтому значения статистики будут, как правило, меньше тех, которые наблюдаются, когда справедлива основная гипотеза о равенстве сред​них. 

Условное распределение статистики (4.1) 
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 зависит от объема выборки 
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, симметрично относительно 1 и определено на интервале 
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. В литературных источниках отмечается, что с рос​том объемов выборок распределение статистики хорошо приближается нор​мальным законом с параметром сдвига 1 и со стандартным отклонением при объемах 
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Одной из основных предпосылок применения критерия Аббе является предположение о принадлежности 
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 нормальному закону. Ранее отмеча​лось, что при справедливости 
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 числовые характеристики и распределе​ния статистики (4.1) устойчивы к нарушению предположения о нор​мальности 
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, если наблюдения принадлежат различным симмет​рич​ным законам. 
На основании исследований, проведенных в данном разделе, можно кон​статировать, что применение критерия Аббе будет корректным и в тех случаях, когда мы имеем дело с законом, существенно отличающимся от нормального. На рис. 4.1 показано, как меняется распределение статистики (4.1) в зависимо​сти от наблюдаемого закона. На нем приведены распределения статистики в случае принадлежности 
[image: image112.wmf]n

X

X

,...,

1

 законам показательному, нор​маль​ному и рас​пре​делениям семейства (1.1) при различных значениях параметра 
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Исследования показали, что распределение статистики (4.1) практически не отличается от распределения этой статистик в случае принадлежности на​блюдений нормальному закону, даже когда наблюдаемый закон очень далек от нормального. Однако закон не должен иметь “тяжелых” хвостов и быть сим​метричен. Закон может быть двухмодальным, описываться симметричной сме​сью законов. Умеренная асимметричность на​блюдаемого закона также практи​чески не сказывается на распределении стати​стики критерия.
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Рис. 4.1. Распределения статистики критерия Аббе в зависимости от параметра формы распределения семейства (1.1) при 
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В разделе мощность критерия Аббе исследована относительно различных альтернатив. В таблице 4.1, например, приведены оценки мощности критерия относительно альтернатив с трендом вида
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Рассмотрены альтернативы 
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, задаваемые параметром a=0,25; 0,5; 1; 1,5; 2,  соответственно. 

Полученные в разделе оценки мощности критерия позволяют судить о его способности обнаруживать наличие линейного и нелинейного тренда.
Таблица 4.1. Значения мощности критерия Аббе относительно альтернатив с трендом 
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Исследования показали, что в качестве распределения статистики крите​рия при 
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 можно применять нормальную аппроксимацию 
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 и при больших 
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Основные результаты данного раздела опубликованы в [6].

5. Построение моделей для распределений статистик непараметрических критериев согласия при проверки некоторых сложных гипотез 

В данном разделе исследуются распределения статистик и мощность не​параметрических критериев согласия при проверке сложных гипотез. 

Статистика критерия Колмогорова с поправкой Большева имеет вид 
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 - объем выборки, 

 - упорядоченные по возрастанию выборочные значения. При справедливости простой проверяемой гипотезы 
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 статистика 
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 в пределе подчиня​ется закону распределения Колмогорова 
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Статистика критерия 
[image: image141.wmf]2

w

 Крамера-Мизеса-Смирнова (КМС) имеет вид 


.                        (5.2)

При справедливости простой гипотезы статистика в пределе подчиняется за​кону с функцией рас​пределения 
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Статистика критерия 
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 Андерсона-Дарлинга (АД) определяется выра​же​нием 
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и при справедливости простой гипотезы в пределе подчиняется закону с функ​цией рас​пределения 
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При проверке сложных гипотез вида 
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 скалярного или векторного параметра распреде​ления 

 вычисля​ется по той же самой выборке, непараметрические критерии согласия теряют свойство “свободы от распределения”. В этом случае на условный за​кон рас​пределения статистики критерия 
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 влияет ряд факторов: вид наблю​даемого за​кона 

, соот​вет​ству​ющего истин​ной гипотезе 
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; тип оценивае​мого пара​метра и коли​чество оцениваемых параметров; в некоторых ситуациях конкретное значение параметра (например, для семейств гамма- и бета-распределений); используемый метод оценивания параметров. 
В разделе 5.3 построены таблицы процентных точек и модели распреде​лений статистик для непараметрических критериев согласия при проверке сложных гипотез с использованием оценок максимального правдоподобия (ОМП), уточняющие соответствующие результаты рекомендаций по стандарти​зации Р 50.1.037-2002. Построенные модели распре​де​ле​ний статистик приве​дены в таблице 5.1. Таблицы процентных точек и модели распределений стати​стик строились по смоделированным выборкам статистик объемом 
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В этом случае распределения 
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 статистики Колмогорова наилуч​шим образом прибли​жаются семейством гамма-распределений с функцией плотности
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а распределения статистик Крамера-Мизеса-Смирнова и Андерсона-Дарлинга хорошо – семейством распределений Sb-Джонсона с плотностью
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В разделе 5.4 исследованы распределения статистик 
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 непара​метри​ческих критериев согласия при проверке гипотез относительно семейств бета-распределений I-го и II-го рода в случае применения для оценивания па​раметров этих законов метода максимального правдоподобия.

Бета-распределение I-го рода имеет функцию плотности
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 - бета-функция, пара​метры формы 
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. Функция плот​но​сти бета-распределения II-го рода описывается выра​жением
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. Частным случаем бета-распределения II-го рода является F-распре​деление Фишера.
Полученные таблицы процентных точек и моделей (более 1500 моделей) распределений статистик для непараметрических критериев согласия при про​верке сложных гипотез относительно бета-распределений I-го и II-го рода при использовании оценок максимального правдоподобия (ОМП) в зависи​мос​ти от значений параметров формы представлены в приложении к диссертации. 

Таблица 5.1.  Модели предельных законов распределения статистик непараметрических критериев при использовании ОМП.

	
	Закон распределения
	Оценивание параметра масштаба
	Оценивание параметра сдвига
	Оценивание двух параметров

	Кри​те​рий Кол​мо​го​рова
	Экспоненциальный и Релея
	((5.1092; 0.0861; 0.2950)
	–
	–

	
	Полунормальный
	((4.5462; 0.1001; 0.3100)
	–
	–

	
	Максвелла
	( (5.4566; 0.0794; 0.2870)
	–
	–

	
	Лапласа
	((3.3950; 0.1426; 0.3405)
	((6.2887; 0.0718; 0.2650)
	((6.2949; 0.0624; 0.2613)

	
	Нормальный и логнормальный
	((3.5609; 0.1401; 0.3375)
	((7.5304; 0.0580; 0.2400)
	((6.4721; 0.0580; 0.2620)

	
	Коши
	( (3.0987; 0.1463; 0.3350)
	((5.9860; 0.0780; 0.2528)
	((5.3642; 0.0654; 0.2600)

	
	Логистический
	((3.4954; 0.1411; 0.3325)
	( (7.6325; 0.0531; 0.2368)
	( (7.5402; 0.0451; 0.2422)

	
	Экстремальных значений и Вейбулла
	((3.6805; 0.1355; 0.3350)  1)
	((5.2194; 0.0848; 0.2920)  2)
	(( 6.6012; 0.0563; .2598)

	Кри​те​рий КМС
	Экспоненциальный и Релея
	Sb(3.3738;1.2145; 1.0792; 0.0110)
	–
	–

	
	Полунормальный
	Sb(3.5270; 1.1515; 1.5527; 0.0121)
	–
	–

	
	Максвелла
	Sb(3.3531; 1.2201; 0.9786; 0.0118)
	–
	–

	
	Лапласа
	Sb(3.2262; 0.9416; 2.7029; 0.0150)
	Sb(2.9669; 1.2534; 0.6936; 0.0100)
	Sb(3.7683; 1.2865; 0.8336; 0.0113)

	
	Нормальный и логнормальный
	Sb(3.1529; 0.9448; 2.5477; 0.0160)
	Sb(3.2433; 1.3147; 0.6826; 0.0095)
	Sb(4.3950; 1.4428; 0.9150; 0.0090)

	
	Коши
	Sb(3.1895; 0.9134; 2.6900; 0.0130)
	Sb((2.3588; 1.0732; 0.5950; 0.0129)
	Sb(3.4364; 1.0678; 1.0000; 0.0110)

	
	Логистический
	Sb(3.2637; 0.9581; 2.7046; 0.0138)
	Sb(4.0026; 1.2853; 1.0000; 0.0122)
	Sb(3.2137; 1.3612; 0.3600; 0.0105)

	
	Экстремальных значений и Вейбулла
	Sb(3.3431; 0.9817; 2.7533; 0.0148)  1)
	Sb(3.4978; 1.2236; 1.1632; 0.011)  2)
	Sb(3.3854; 1.4453; 0.4986; 0.0070)

	Кри​те​рий АД
	Экспоненциальный и Релея
	Sb(3.8386; 1.3429; 7.5000; 0.0900)
	–
	–

	
	Полунормальный
	Sb(4.2019; 1.2918; 11.5000; 0.1000)
	–
	–

	
	Максвелла
	Sb(3.9591; 1.3296; 7.8000; 0.1010)
	–
	–

	
	Лапласа
	Sb(4.3260; 1.0982;  27.0000; 0.1100)
	Sb(3.1506; 1.3352; 4.9573; 0.0960)
	Sb(3,8071; 1,3531; 5,18093; 0,1000)

	
	Нормальный и логнормальный
	Sb(4.3271; 1.0895; 28.0000; 0.1200)
	Sb(3.3085; 1.4043; 4.2537; 0.0800)
	Sb(3.5601; 1.4846; 3.0987; 0.0800)

	
	Коши
	Sb(3.7830; 1.0678; 18.0000; 0.1100)
	Sb(3.4814; 1.2375; 7.8100; 0.1000)
	Sb(3.2902; 1.1290; 5.8367 ; 0.0990)

	
	Логистический
	Sb(3.5159; 1.0544; 14.7484; 0.1167)
	Sb(5.1316; 1.5681; 10.000; 0.0651)
	Sb(3.4091; 1.4337; 2.4482; 0.0950)

	
	Экстремальных значений и Вейбулла
	Sb(3.5122; 1.0640; 14.4957; 0.1250) 1)
	Sb(4.7988; 1.4023; 13.000; 0.085)  2)
	Sb(3.4830; 1.5138; 3.0000; 0.0700)


Распределения 
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 статистик (5.1), (5.2) и (5.3) в данном случае, как правило, хо​ро​шо аппроксимируются одним из семейств распределений: гамма-распре​деле​ниями, распределениями Sb-Джонсона, распределениями Sl-Джон​сона с плот​ностью
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бета-распределениями III-го рода с плотностью
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В случае проверки гипотез о согласии с 
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-распределений. Полученные модели могут использоваться при проверке гипо​тез относительно бета-распределений III-го при оценивании двух его парамет​ров формы.

В разделе 5.5 [8] на конкретных парах близких конкурирующих гипотез проведен сравнительный анализ мощности непараметрических критериев и критериев типа 
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c

. Для случая проверки простых гипотез критерии можно упоря​дочить по мощности следующим образом: 
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 Пирсона (АОГ) 
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 Андер​сона-Дарлинга 
[image: image174.wmf]f

 Крамера-Мизеса-Смирнова 
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=Колмогорова.
Такая шкала справедлива при использовании в критерии [image: image176.wmf]2

c

 Пирсона асим​птотически оптимального группирования (АОГ), при котором миними​зи​руются потери в информации Фишера.
При проверке сложных гипотез градация по мощности оказывается суще​ственно иной:  Андерсона-Дарлинга 
[image: image177.wmf]f

 Крамера-Мизеса-Смирнова 
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 типа [image: image179.wmf]2
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 Никулина
 (АОГ) 
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 Пирсона (АОГ) 
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 Колмогорова.
Основные результаты данного раздела опубликованы в [7,8].

Заключение

В соответствии с целями исследований получены следующие результаты. 

1. Исследованы распределения статистик критериев проверки на симмет​рич​ность, на эксцесс, критериев Шапиро-Уилка и Эппса-Палли в зависимости от объемов выборок. Исследованы распределения статистик указанных кри​териев в зависимости от наблюдаемых законов. Исследована мощность дан​ных критериев и проведено сравнение с мощностью критериев согласия при проверке сложных гипотез. Впервые показано, что критерии Шапиро-Уилка и Эппса-Палли при малых объемах выборок оказываются смещен​ными от​носительно некоторых конкурирующих гипотез.

2. Методами статистического моделирования исследована сходимость рас​преде​лений статистик критериев Смирнова и Лемана-Розенблатта к пре​дельным. Даны рекомендации по выбору объемов выборок, обес​печи​ваю​щих большую гладкость распределения статистики Смирнова. Пред​ложена модификация статистики Смирнова, улучшающая сходимость распреде​ле​ния статистики критерия к предельному распределению Колмогорова. Про​веден сравни​тельный анализ мощности критериев однородности Смирнова и Лемана-Ро​зенблатта.

3. Методами статистического моделирования исследованы распределения стати​стик критериев типа Граббса в зависимости от вида закона, которому принадлежат наблюдения. Расширена область применения критериев типа Граббса и реализована возможность: а) проверки на наличие одновременно одного минимального и одного максимального аномального значения; б) проверки на выброс одновременно трех минимальных либо трех максималь​ных значений в выборке. Построены таблицы соответствующих процентных точек. Разработано программное обеспечение, позволяющее исследовать распределения статистик типа Граббса для проверки на выброс любого ко​личества минимальных и максимальных значений в выборке, и возможность построения процентных точек для соответствующих критериев.

4. Исследованы распределения статистики критерия независимости Аббе в зави​симости от закона распределения наблюдений. Показано, что примене​ние критерия Аббе остается корректным и в тех случаях, когда мы имеем дело с законом, существенно отличающимся от нормального. Полученные оценки мощности критерия позволяют судить о его способности обнаружи​вать на​личие линейного и нелинейного тренда.

5. Уточнены таблицы процентных точек и модели распределений статистик непа​раметрических критериев согласия при проверке сложных гипотез от​носительно ряда законов распределения в случае использовании метода мак​симального правдоподобия. Эти результаты уточняют модели, вклю​ченные в рекомендации по стандартизации Р 50.1.037-2002.

6. Проведены исследования распределений статистик непараметрических крите​риев согласия при проверке сложных гипотез относительно семейств бета-распределений I-го и II-го рода. Получены таблицы процентных точек и построены модели распределений статистик для множества конкретных зна​чений 2-х параметров формы бета-распределений. 

7. Проведен сравнительный анализ мощности непараметрических критериев и критериев типа 
[image: image183.wmf]2

c

, позволяющий проранжировать критерии по предпочти​тельности применения.

8. Разработанные программные средства моделирования и исследования ста​ти​с​тических закономерностей, связанные с рассмотренными в диссер​таци​он​ной работе критериями, построенные модели распределений статистик встроены в развиваемую на кафедре прикладной математики НГТУ про​граммную систему “Интервальная статистика” ISW. Результаты иссле​дова​ний и разработанное программное обеспечение используются при прове​де​нии лабораторных работ по курсу "Компьютерные технологии анализа дан​ных и исследования статистических закономерностей" для студентов, обу​чающихся по направлению подготовки 010500 – прикладная математика и информатика.
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